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Differenzial- und Integralrechnung. 



Einleitoig. 

ff enn ich in den folgenden QlfiUarn die mittelst des Theoremes von Mae laurin erreichbaren Reihen- 
entwiekelungen der Differenzialrechnungy sowie die der Integralrechnimg angehörigen FormeUi von Lagrange und 
Fowrier einer neuen Erörterung unterwerfe, so geschieht diess aus dem doppelten Grunde, ^eil die bisherigen Ab- 
leitungen jener ebenso wichtigen als interessanten Theoreme entweder zu praktisch unbrauchbaren Vorschriften für 
deren Anwendung filhrten» oder auf zu feinen Untersuchungen beruhten, als dass sie didaktisch brauchbar gewesen 
waren. Der erste Theil dieses Tadels trifft hauptsächlich das Theorem von Mac Laurin, der zweite mehr die Eni* 
Wickelung der periodischen Reihen ypnZagrange und Fowier, und zur Rechtfertigung desselben mögen die folgen* 
den kritischen B^nerkungen Platz finden. 

^s zu den Zeiten Cauchy's bediente man sich zur Entwickelung der Funktionen in Potenzenreihen fast aus* 
schliesslich der Methode der unbestimmten Coeffizienten, einer Methode, die ~ wenigstens in der Weise, wie sie 
angewendet wurde — als eine noch sehr rohe und unwissenschaftliche bezeichnet werden muss, in so f^m die 
ganze Rechnung mit einer Hypothese anfängt und sie ausserdem die Bedingungen nicht erkennen lässt, unter weichen 
das Endresultat gültig bleibt Diess weiter zu erörtern ist um so überflüssiger, als jenes Verfahren bei gebiMeten 
Mathematikern längst unter die Antiquitäten gehört Gleichwohl kann man der Methode der unbestimmten Coeffizien- 
ten eine gewisse Leichtigkeit imd ein heuristisches Interesse nicht absprechen, sie empfahl sich damit besonders 
dem Unterrichte und gewiss hat sie der mit der Entfaltung der Wissenschaft Schritt haltende Lehr^ nur ungern 
aufgegeben. Die harten Consequenzen, welche der unbeschränkte Gebrauch jener Methede nach sich zog, nöthig- 
ten bald zu einef gewissen Vorsicht und man griff zu dem natürliclisten Mittel, nämlich die Reihe vorerst als end* 
liehe zu nehmen und ihren Rest zu bestimmen. Nun halte bereits Lagrange gezeigt, dass wenn 

fix) = 4> + ^1« + Ä^x^ + .... + 44-1«^-* + Äi 
gesetzt wird, die Coetfizienten 4i, ^i, • . • . A^^\ und der Rest R^ nach folgenden Formeln zu bestimmen sind 



*- ^ 1.2.8. .^n-1)/ ^^^-^^'^'^^^^- 



diess nützte aber In so fem wenig, als damit das Theorem von Mac Laurin der Integralrechnung zugefallen wäre, 
während man es doch bei verschiedenen Untersuchujigen der Differeozialrechnung brauchte $ es blieb deomach die 

1 



I. 

Die PoteDzeDreihen von Taylor und Mac LauriOt 



^ f. 1. 

Die CSontinoitllt der Funktionen. 

ff 

Unter einer stetigen Funktion versteht man bekanntlich eine solche , in der die Differenz zweier Nachbar- 

werthe die Null zur Gränze hat, sobald die entsprechenden Werthe der in der Funktion enthaltenen unabhängigen 

Variabelen gleich werden. Denken wir uns, .um diess in der Zeichensprache der Mathematik auszudrücken , übter 

J*(a;) eine willkührliche Funktion von x^ unter i und • ein paar wesentlich positive Grössen» so können die beiden 

Werthe F{x + S) und Fix — «) , welche den Argumenten x^i imd af — • entsprechen , als Nachbarwerthe der 

Funktion angesehen werden und ihre Differenz wäre F(x ^S) — FQc — •), die Differenz der Argumente dagegen 

a; + * — (a: — •) = * + «. Wenn nun 9 und t in Null übei^ehen, also die Differenz der Argumente verschwindet, 

so sind zwei Fälle möglich; entweder nämlich annullirt sich die Differenz Fix + S) —- Fix — •) zugleich mit, was 

durch 

Lim[Fix + t) — Fix--i)] = 

ausgedrückt werden möge, oder es giebt Werthe von Xy etwa a;=35|, für welche diese Eigenschaft nicht stattfindet, 

nämlich 

Uin[Fix + «) — Fix — «)J ^ 

wird; im ersten Falle heisst die Funktion eine continuirliche, im zweiten Falle sagen wir, sie erleide an der Stelle 
a;s=| eine Untelrbrechung der Stetigkeit. — Die geometrische Bedeutung dieser Definition wird man leicht aus den 
Figuren 1 und 2 erkennen, in denen OM=ij L3f=Sy MNs=sb und y := Fix) die Gleichung der Curve 
UVfF sein möge. Man hat nämlich für beide Fälle 

mithin durch Subtraktion, indem man noch die Gerade UU^ zieht 

Bei einör ununterbrochene^ Curve geht diese Differenz in J^ull über, sobald die Punkte Z und N mit dem Punkte 
M zusammenfallen (Fig. 1); ändert sich dagegen die Ordinate der Curve sprungweis, indem sie an der Stelle 
OIIf= I von MVi plötzlich auf MV% überspringt, so verschwindet aucb die Differenz U^fF üicht, sondern ver- 
wandelt sich in die endliche Grösse Vi Fi, wenn die Punkte Z und If mit dem Punkte Af zusammenfallen (Fig. 2). 
Während also früher zu der Abscisse Ollf immer nur eine Ordinate gehörte, so giebt es in der discontinuirlichen 
Curve eix\ß Abscisse , zu welcher ausnahmsweise zwei Ordinaten M Vi und M V% gehören ; die erste derselben be- . 
schliesst die bisherige Reihe von Ordinaten, die zweite eröffnet eine neue Reihe derselben. Es ist daher nicht un« 
passend, diess dadurch zu unterscheiden, dass man die erste Ordinate mit /*(§ — 0), die zweite mit /'(f + O) be- 
zeichnet. Nach diesen Erörterungen darf man auch sagen, die Funktion Fix) ist an der Stelle a; = { continuirlich, 
wenn /'(J — 0) = /'(i + O), disconliirturlich dagegen, wenn FH — 0) tmd jF({ + 0) verschieden sind. 



Sebr Mttfigr kommen Fwiktionen vor, weiche flir einen bestimmten Werth x = i unendlich werden, über | 
hinaus aber wied^ endliehe Werthe annehmen, so dass also ^(Dssco ist, während bei endlichen i und b so* 
wohl jP(| -f- j) als FCi -^ •) endlich bleibt Derartig^e Funktionen sind an der Stelle x = i jedesmal discontinuir- 
lieh; da nfimlich F(i^i) einen endlichen Werth besitzt, F(i) dagegen unendlich wird, so kann man, nachdem e 
beliebig angenonmien ist, i so klem wählen, dass /'(f + ') um eine wiUkührliche Grösse k mehr als /*(! — •) be- 
trägt, woraus 

F(i + S) ^ Fii--t)>k 

> 

folgt; denken wur uns t als abnehmend, aber i in jedem Falle nach der obigen Rücksicht bestimmt, so erhellt 
augenblicklich die Richtigkeit der Besiehung . ^ ^ 

und daraus die Discontmuität der Funktion f{x) an der Stelle a; = {• — Vielleicht ist ein Beispiel lüerzu nicht über- 
flüssig; die Funktion 

1 

wird unendlich für x^ss^a, besitzt aber sowohl für x^a als für^^a nur endliche Werthe; ziehen wir also die 
Differenz Fd-^S) — l'd — i) für |=:a in Betracht, so ist 

FXa + iy^ /'(«-«) = -p- - -^ 
diese Differenz lässt sich leicht grösser als z. E. die Einheit machen; denn aus 

folgt dnreh Reduktion aof i 



Richtet man sich nach dieser Bestimmung: so ist, wie klein aubh i sein möge, wobei i dann noch weniger 

beträgt, doch immer 

F(ß + i) - jP(ö— «) > 1 

und wenn • verschwindet, so ist dies ebenso mit i der Fall, aber es bleibt doch die Beziehung 

Lim[F(ß + S) — F(fl-'i)]>l 
stehen, welche die Discontinuität der in Rede stehenden Funktion zu erkennen giebu Dies bestätigt sich auch 
geometi^isch; die Curve deren Gleichung 

^ ~ (a — x)^ 

ist, besteht ^lämlich aus zwei völlig getrennten Zügen, welche die zur Abscisse o; s= a gehörige unendliche Or- 
dinate zur gemeinschaftlichen Asymptote haben; in so fem nun ein stetiger Uebergang von einem Zweige der 
Curve zum andern sclüechterdings unmöglich ist, sondern hierzu jederzeit . ein Sprung gehört, findet in der That 
eine Discontinuität an jener Stelle statt ^). 

S. 2. 
Die Differenzialquotienten continuirlicher und discontinuirlicher Funktionen. 

Von wes^tlichem Einflüsse ist die Continuität oder Discontinuität der Funktionen auf die DiS<erenziaiquotien* 
ten derselben. So laage nämlich eine Funktion sich stetig ändert, ist ihr Differenzialquotient im Allgemeinen eine 



'^) For weitere Brortenuigen dieses Themata verweise ich auf mein „Haodbach der algebraischen Analysis, zweite Auflage, 
Jena 1861.'« 



endliche Grösse, er wird dagegen unendlich gros^^ sobald die Funktion eine Unterbreefanng 4^ Ootttinuitat 
erleidet« Man erkennt dies ohne Mühe aus der Entstehungsweise deß Differenzialquotienien, derzufolg« ... 

Fix + Ax) — FOc) IT 



P'(x) = lim 



i > f 



ist4 hier sind Fix) und Fix + A^) zwei Nachbarwerthe, deren Differenz sicl^ einer von NuU verschiedenen Gr&D^e^ 
nähert, sobald x einen von den Werthen a; = | erhält, für welche die Funktion Fix) discontinuirlich wird. Nennen, 
wir +K den Gränzwerth jener Differenz, so wird unter der gemachten. Voraussetzung 

für ein von J verschiedenes x dagegen bleibt der Differenzialquqtient F^ix) endlich; er besitzt demnach die Eigen- 
schaft, für einen gewissen Werth x=i^ unendlich zu werden^ f ür a; ^ | aber endlich zu sein. Nach dßn im 
vorigen Paragraphen gegiachten Bemerkungen folgt hieraus, dass auch F^ix) an der Stelle a;=s| eine Unter- 
brechung der Continuität erleidet. Dies giebt den wichtigen Satz: 

a) Der Differenzialquotient einer discontinuirlichen Funktion wird an denselben Stellen discontinuirlich und zu- 
gleich imendlich, an welchen die m'sprünglidhe Funktion eine Unterbrechong der 8tetigk6it etteideii ' 

Setzen wir, um dieses Theorem umzukehren, voraus, dass der DifTerenzialquotient ehier Funktion endüch und 
stetig bleibe, so kann die ursprüngliche Funktion nicht aufhören, continuirlich zu sein, weil im Gegenfalle der 
Differenzialquotient unendlich und unstetig werden würde, was der Voraussetzung widerspricht; also: 

b) So lange der Differenzialquotient einer Funktion endlich und stetig bleibt, ändert sich die Funktion selbst 
continuü*lich. 

Dieser Satz, welcher oft dazu dienen kann, um die Continuität einer Funktion festzostelten» die tiiidit .SelbBt, 
sondern von der nur der Differenzialquotient gegeben Ist, hat eine sehr einfache geometrische Bedeutung. Wenn 
nämlich Fix) die Fläche bedeutet, die in einer ebenen Curve über der Abscisse x steht, so ist bekanntlich F^ix) 
die tüT Abseisse x gehörende Ordinate, oder ys^F\x^ die Gleichmig jener Curve; ändern sich irari die Ordinaten 
«tetig und bleiben sie zugleich endlich, so versteht sich fast von selbst, dass auch die Aenderungen der fläche 
Fix) stetig vor sich gehen müssen. 

Den Sätzen a. und b. zufolge bedingt die Disconlinuität von Fix) die Discontinuität von F'(x) und umge- 
kehrt die Continuität von F^ix) die Continuität von Fix); man könnte nun vermuthen, dass noch zwei ähnliche 
Sätze existiren müssten, weiche, den obigen anaiog gebildet, folgendennassen läuten sollten: 

c) Aus der Continuität von Fix) folgt die Continuität von F^ix), 
und umgekehrt: 

d) Die Discontinuität von F^ix) zieht die Discontinuität von Fix) nach sich; 

beide Aussprüche sind aber unrichtig» wie man sehr leicht an einzelnen Beispielen sehen kann. Nehmen 
wir z. B. 

Fix) sss 1(1 —a;)', also F^ix) = ^ — j- 

(1 - x)^ 

so bleibt Fix) für alle x cöntinuirlich, während dagegen F^ix) an der Stelle x=zl von — co nach +fO über- 
springt, also eine Unterbrechung der Continuität erleidet. Auch geometrisch iässt sich diess leicht nachweisen. 
Denken wir uns nämlich in Fig. S die über der Abscisse x stehende Fläche als Funktion von x und bezeichnen 
wir sie mit Fix)j so ist ffsaiF^ix) die Gleiebun^ der begränzeiden Ctorve« Letztere erleid«: nun a& dier Stelle 
OMsxi eine sprungweise Aenderung, so ist für ZJUsai^ MN^Sy 

Fläche CQÜL = -P(|-«), Fläche OOTiV^WN = Fil + i) 



r 



die Dyferais der beidea FiSehen Ist 

FCt+i) - ^(S-ö — Fläche LMtyV + Fläche NMV%W, 

sie verschwindet aber mH i und t gleichzeitig, weil sich dann die Flächen LMViU und NMV%W auf Null re- 
duziren. Man erkennt hieraus^ dass zu einem discontinuirlichen Differenzialquotienten F^(x) eine continuirliche 
Funktion F(jjc) gehören kann, oder dass der Differenzialquotient einer stetigen Funktion nicht selbst stetig zu sein 
braucht — Vereinigen wir diese zwei Bemerkungen mit den beiden richtigen Sätzen a« und b«, so sind jetzt alle 
mdglichen Combinationen erschöpft; welche sich aus den vier Begriffen F(x)j F^ix)^ Continuität und Discontinuität 

bHden lassen 'O* 

Wie nothwendig es sein kann, auf die mögliche Discontinuität einer Fuilktion Kücksicht zu nehmen, mag die 
folgende kleine Untersuchung zeigen, von der; wir im nächsten Paragraphen Gebrauch machen werden. Es sei von ^ 

einer unbekaxmten Funktion ^(x) der Differenzialquotient - ^ :=: 0, so schliesst man hieraus, dass jene Funktion 

eine Constante sei; weiss man femer, dass jene unbekannte Funktion fftr a;=:Ä den gegebenen Werth a annehmen 
muss, so würde man jetzt aus der Cönstaiiz von ^(jr) folgern, dass nicht nur O2(0)s=a^ sondern überhaupt für 
jedes X auch 92(0;) = « sein müsse. Dieser Scliluss ist aber ein voreiliger und setzt stillschweigend die Conti- 

nuität von ^{x) voraus. Der Gleichung ■ ^ = genügt nämlich ebensowohl eme einzige Constante als auch 

fmX 

ein System aufeinander folgender Constanten, und es braucht daher jene Constante nicht durchaus denselben 
Werth zu haben. Denken wir ims, um dies deutlicher zu machen, die Funktion tfix) besitze 

von x^s^a bis x=^b den Werth a 

- a; = ft • a; = c - - |J 

- a; = c - x = d - - y 

u. s. f. 
womit die Discontinuität der Funktion qf(x) an den Stellen x = &, 0: = ^ u. s. w. ausgesprochen ist, so hat man 

jederzeit ^ = O5 umgekehrt ist allerdings 9(a;)^=sg)(«) = a, aber dies gilt nur von x = a bis a:=3&, also 
üx 

nur bis zu deijenigen Stelle, wo die Discontinuität eintritt. — Der geometrisdie Sinn dieser Betraebtungen ergiebt 

sich sehr leicht, wenn man 'sich erinnert, dass für eine durch die Gleichung y :=z q)(x) charakterisirte Curve, 

_JL =s y _ die trigonometrische Tangente des Winkels ist, den die berührende Gerade am Punkte xy mit der 

Abscissenaehse eiosehliesst, dass also in Fig. 8 cUe Bezi^ongen: 

« 

Stattfinden. SoU nun die Funktion (p(x) den beiden Bedingungen 

genfigen, so heisst dies geometrisch, es soll durch den Punkt A^^ dessen Coordlnaten OA=sa und AA =sa sein 
mögen, eine Curve gelegt werden, deren Tangenten sämmtlich parallel zur Abscissenaehse liegen. Eine derartige 
Linie ist nun entweder eme unendliche Gerade , die in der Entfernung a der Abscissenaehse parallel läuft, oder sie 



*) So Tiel mir bekannt, sind dib obigen vier C^mbinaCionen nocb nirgend^ tonstSndig ei^rtert worden, obgleich der Gegen* 
stand von Wichtigkeit ist. Nur aber die Satsse C und i, findet sich ein Versuch, nnd swar meines Terehrten Vorgangers, des Herrn 
Prof. fVonJk« (iirehiv fnr Mathematik, TheU 15, & 237)1 der Vevfiuser gerftth jwtooh ia den IrrChom, den Sati «. fiir riclfUg ais<- 
Bogeben. 
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und zwar so lange, als sfimmtliefae DlfEerenzialquotienten von fix) stetig bleiben innerhalb eine»/ den 
Werth a; = a in sich fassenden Intervalles. 

Bezeichnet man die Differenz a — x mit A, woraus a = aj + A folgt, so hat man weiter den Satz« 
B« Die Reilienentwickelungsformel 

fix + K) = fix) + ^nx) + j^ f'ix) + ^ g'^ /™(a:) + 

gilt, wenn erstens die Bedingmig 

erfüllt ist und wenn zweitens sämmtliche Differenzialquotienten der Funktion fix) stetig bleiben innerhalb 

• ■ 

eines , den Werth z = o; + ä umfassenden Intervalles. 

Dies ist bekanntlich das Theorem von Taylor; aus ihm ergiebt sich Mac LaurM$ Satz, indem man a; = 
nimmt und nachher o: an die Stelle der beliebigen Zahl h treten lässt; demnach lautet dieses Theorem: 

O* Wenn man der Variabelen x nur solche Werthe giebt, für welche die Bedingung 

■ ^ iTTTT^^mr -- ! = 

erfüllt ist, so gilt die Reihenentwickelung 

und zwar so lange, als sämmtliche Differenzialquotienten stetig bleiben innerhalb eines den Werth a;s=0 
in sich schliesse^den Intervalles. 

Der vorstehende Satz giebt zu erkennen, dass jede Funktion fix) unter gewissen Bedingungen in eine 

Potenzenreihe 

A^ + Aix + A%ci^ + A%cif + • • • • 

verwandelt werden kann, wobei irgend ein Coeffizient A^ nach der Formel 

zu bestimmen ist$ will man jene Bedingungen {lervorheben, so bedarf es niur dei; Rücl(sicht, dass 

/(«) CO) 
1.2.3,..(n-l) ^ ~ ^^^ 

ist und man hat dann auf der Stelle folgenden Satz: 

D. Wenn die Funktion fix) so beschaffen ist, dass ihre sämmtlichen Differenzi^quotienten continuirlich 
bleiben innerhalb eines den Werth ;v =: umfassenden Intervalles, so gilt die Reihenverwandlung 

/ fix) = ^ + A\x + A%7^ + A^üfi + 

vorausgesetzt, dass noch ausserdem die Bedingung 

Lim inA^x^-^) = 
bei unendlich wachsenden n erfüllt ist 

Die Bedeutung der beiden Determinationen, welche hier hinzugefügt sind, erklärt sich sehr einfach, indem 
man zu berücksichtigen hat, dass erstens die Funktionen in zwei Gruppen gesondert werden müssen, in die Gruppe 
derer, bei welchem eine Reihenverwandlung der, obigen Art überhaupt unmöglich ist imd in die Gruppe derer, 
welche eine Verwandlung in Potenzenreiheri gestatten; bei der zweiten Art bedarf es nachher noch einer Erörterung, 
für welche Werthe der Variabelen die Reihe gilt. Diese beiden Geschäfte sind es nun, welche von den obigen 
Determinationen übernommen werden;, die Bedingujag der Continuität von f^ix)j f^ix) u./S. w. innerhalb eines die 
Null umschliessenden Intervalles scheidet die Funktionen aus, auf welche die ganze Entwickelung nicht passt 



\ 
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•m •• • 

(wi6 2. B. hg Xj CDi x^ e' tu s. w«), die. zweite Bedingung Ü0i(n^a;*-*) ss scheidet (die ErfUlung. der 

ersten Determination vorausgesetzt) die Wertiie deJr Variabelen aus, fär die jene fintwlckelung. nicht tnebr gilt. 
Es waren demnach zwei Bedingungen nothweidig ^und sie sind in der That hinreichend« — Ist dagegen auch 
nur eine von den. genannten Bedingungen nicht erfüllt, so finden die Schlüsse dieses Paragraphen nicht mehr statt 

« 

und von den gefundenen Reihenformeln gilt dann a^eh keine mehr. 

Anderer Ausdruck der Bedin^ng: 

« 

Lim (nAuX^-^) = 0. 

Es hat in vielen Fällen nicht die mindeste Schwierigkeit, unmittelbar das Intervall zu finden, auf welches x 
beschrankt werden muss, wenn die Bedingung LiminA^x^^^) erfüllt sein soll; für /(a?) = /(l + x) z. B. ist be- 
kanntlich 



mithin 



/{-)(x)^ (- l).-i lii^J^jL^izii 



n^x-' = « i:i:C,%-l)n x-' = (-l)-»x.-. 



• • T • 

und hier ist die Determination Lim (nAnX^"^) = nur dadurch erfüllbar, dass man x als ächten Bruch 
(l>a;> — 1) nimmt. So leicht aber bietet sich die Bestimmimg des für x noth wendigen Spiehraumes nur selten 
dar, im GegentheUe bUdet der Coeffizient A^ oft einen so verwickelten Ausdruck, dass man weitläufiger Unter- 
suchungen bedarf, um entscheiden z\x können, für welche x der Gränzwerth von nAuX*''^ der Null gleich oder 
von ihr verschieden ausfällt. Es ist daher wünschenswerth, die Bedingung Lim (nA^x^^'^) durch eine andere zu 
ersetzen, welche unmittelbar angiebt, wie gross x höclistens. genommen werden darf. Zu einer solclieri Bestimmung 
gelangt man mittelst des Satzes: '1^ 

Wenn irgend eine Funktion ^(n) von n die Eigenschaft besitzt, dass für unendlich wachsende n der 
absolute Werth des Quotienten ^ "^ ^ sich einer untfer der Einheit liegenden Gränze nättert, wenn also 

ist, so findet auch die Eigenschaft statt s 

. Lim ^(n) c=s 

dessen Beweis auf folgenden sehr einfachen Schlüssen beruht. Es sei l der absolute Betrag des Gränz werthes von 
^(n+1) 



*(») 



oder, abgesehen vom Vorzeichen: 

(1) Lim ±12±1I = Tund X < 1 



so darf man umgekehrt für irgend ein endliches n 

(2) J!L<^=i+,e 

♦(«) 

setzen, wo 6 eine nicht genauer bekannte Grösse ist, von der man aber wenigstens weiss, dass sie für unendlich 
wachsende n verschwindet, weil in diesem Falle die Gleichung (2) m ihre Vorgängerin übergehen muss. Da nun 
i beliebig klein gemacht werden kann, wenn man n hinreichend gross nimmt, so lässt sich letzteres auch so wäh- 
len, dass j^l — il oder l + i^l wird und es auch bleibt, sobald man für n noch grössere Werthe ansetzt 

2* 



m 

Nennen Virtr k den jedenfalls ganz hestunmten, endlichen Werth von n, tOr welchen iH-i<l. wird, so ist nmi, 
weil i afonünmt, sobald n wächst 



»(Ar-f2) 
♦ (* + !) 

♦(* + 2) 



<l + i 



<l + i 



^(A + «i — 1) 
folglich durch Mtdtiplikatiön dieser m Ungleichungen 

i,(k + m) 



*(* + «) <i + , 



a+«)" 



oder für Ar + tns:», voraus m=sn — k folgt, 

*(«) < (* + «)•-*♦(*) 

d« i. 

wobei man nicht zu übersehen hat, dass immer nur die absoluten Werthe der Funktion ^ in Betracht kommen. 
Lassen wir jetzt n ins UnendUche wachsen und berücksichtigen , dass X + d nach den obigen Bemerkungen ein 
ächter Bruch, k dagegen eine constante Zahl ist, so folgt augenblicklich 

Ivn ^(n) = 0. 
Um non dieses Theorem auf unseren Fall anzuwenden, braucht man nur ^(n) = tiAu^ix^'^^ zu setzen; 
es wird dann Z«w(n4ia;""^) = 0, wenn 

^ ( '• V2t:ir ) < 

oder 



1 



Lim 



(a+i)^»)<i 



Diese Bedingung reduzut sich wegen Im (^ -f ) = 1 auf 



X Lim .:%fci. < 1 



oder umgekehrt 

(8) X < lim 



An 



A ^ • 

wobei es sich immer nur um die absoluten Werthe von x und -^—^ — handelt. 

Damit endlich die Resultate der bisherigen Untersuchung in möglichst gebrauchfertiger Gestalt beisammen 
stehen, fassen wir dieselben in folgender Regel zusammen: 

Um eine gegebene Funktion fisc) in eine Potenzenreihe zu verwandeln , untersuche man vorerst, ob es 
ein die Null umfassendes Intervall, etwa a: = — {j bis a;=+{j, giebt, innerhalb dessen die Funktion 
und ihre sämmtlichen Düferenzialquotienten stetig bleiben; man bestimme hierauf die Coeffizienten der 
Reihe 
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durch die Formeln 

/<")C0") 
Ao « f(.0) und 4i = ^ 2 3/ „ 

und ermittele endlich den GrSnzwerth X, welchem sich der absolute Betrag des Quotienten * 



bei unendlich wachsenden n nähert Die obige Reihenverwandlung gilt dann für alle x, welche den 

beiden Bedingungen 

— li < « < +U und — Ä < o; < +X 
gleichzeitig Genüge leisten. 

Nicht überflüssig ist noch folgende Bemerkung. Wenn eine Reihe convergirt, etwa die Reihe 

Uo + Ui + U% + Uz + Ui + 

so ist nach sehr bekannten Lehren der Gränzwerth von ***' niemals grösser als die Einheit $ ebenso kann man 

umgekehrt behaupten, dass für Um '^* ■ ^ 1 die fragliche Reihe sicher convergiren wird. Wenden wir diess 

auf die Reihe 

Ao + Aix + A^x^ + Aix^ + 

an, so convergirt dieselbe für 



"'(^=5ef?^)<> 



woraus man findet 

An 



X ^ Lbu 



An+l 
/ 

Diess ist aber genau dieselbe Bedingung ^cdie in (3) verzeichnete und wir können demnach auch sagen, 
dass das Theorem von Mac Lawine richtig angewendet, jederzeit eine convergente Reihe liefert 

J. 5. 

Die unendlichen Reihen für Potenz ^ Logarithmus und Exponenzialgrösse. 
L Nehmen wir f(x) = (1 + «y*, so ist nach den Pruizipien der Differenziabrechnung 
/•«(») = ^(1 + «y-S /"(«) = *»0»-l)(l + «y»-*, /™(a;) = ,.(^-l)0»-2)(l + «y»-»u. 8. w. 

I 

Alle diese Funktionen bleiben continuirlich innerhalb eines die Null umschliessenden Intervalles, nämlich für 
alle Xf welche zwischen —1 und +00 liegen. Den Fall ^=s--l oder j*<— 1 dagegen muss man aus- 
schliessen, denn sobald n^^ geworden ist hat man 



/(«)(a;) = ^0i-l)(^-.2)...(^-n~l) (1 + a:)^-' 



%^ (1 + a;)"-'* 

und hier erleidet f^^^{x) eine Unterbrechung der Continuität, sobald x durch —1, also 1 + a: durch Null hin- 
durchgeht Als erste Bedingung der Reihenentwickeiung haben wb also 

(1) — 1 < o: < + CO 

Die CoefQzienten A%y Aij A^ u. s. w. bestimmen sich nach.iten Formeln 

^0 = /(O) ^ 1 
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•"^ 1.2.8 ~ 1.2.8 

U. 8. W. 

und mithin ist jetzt . , 

(2) (1 +a:y = 1+ -J-'o. + J!l^ :ri + -**^7.lV'^ ^' + " ' ' ' 
Um noch ^ie Gränzen für o; zu bestimmen , dividiren wir die Gleichung 

.^ >*»-!) 0*-8)...»^flrT) 

durch die ihr analog gebildete 

. _ ft(fi-l) (fi-2j . . . (^;^;r=n5 (f*-n) 
^■+* — 1.2.».. .n(n + i) 

Diess giebt nach gehöriger Hebung •' 'r 

-^«+1 M-l - 1 + f» 

Für unendlich wachsende n ist der Gränzwerth hiervon —1 und der absolute Werth desselben die Einheit; 

es muss also x seinem absoluten Werthe nach weniger als die Einheit betragen, wodurch sich die frühere Be- 

dingung aui 

-^1 < o; < + 1 

reduzirt. Nur in einem Falle ist die Beschränkung unnöthig, wenn nämlich ft eine ganze positive Zahl bedeutet 
und dadurch die Binomialreihe endlich wird. 

n. Verstehen wir unter /(l + x) den natürlichen Logarithmus von 1 + a;, so ist bekanntlich 



und diese Fimktionen bleiben sammt und sonders continmrlieh zwischen den Gränzen — 1 uhd + go . Femer wird 



1 ' """"1.2 ~ 2 . • • • 

/( »)(0) . _ (-1)— ' 

^» — "i72T::r" - — n — 

« 

und demnach gestaltet sich die Entwickelung von /(l-f^) folgendermassen- 

(8) /(l + a;) = -j-a; - -^a?» + -J-^» - -i-ic* + . . . . 

Der absolute Betrag des Quotienten ^^ : AnJrX ist hier ^— ^^^ — = 1 + — , der Gränzwerth davon die 
Einheit, und es gilt daher die Gleichung (3) unter der Bedingung, dass x zwischen —1 und +1 enthalten ist. 

III. Die Supposition f{x)z=ze' bildet das einfachste Beispiel für die Anwendung des Theoremes von ifoc 
Laurm; man hat nämlich 



IS 



n 



mithin 



/^(O) SS /^(O) =f^CO) . . . . = 1 
So gelangt man auf der Stelle zu der Reihe 

sc or^ X üc 

(4) e« = 1 + ^ + -i^ + TTäTT + 1.2.8.4 + • • • • 



in welcher der Quotient zweier aofeinanderfolgendeii Coeffizienten 

1 



An 



1.2.'3...n 

-7— T 



= n + 1 



1.2.3...n(n + l) 

und mithin der Gränzwerth hiervon unendlich ist. Da nun ausserdem die Funktionen f(x) = f^x) = /"(o:) . . . 
= e' für alle x continuirlich bleiben, so folgt hieraus, dass die Gleichung (4) ohne alle Einschränkung gilt. 

V 

t 

I J. 6- 

Gomometrische nnd cyklometrische Reihen. 

Auf ähnliche Weise, wie vorhin e' in eine Reihe entwickelt wurde, lassen sich auch cos x und m x in 

Reihen auflösen; wir ziehen es indessen vor, ein paar allgemeinere Fimktionen zu behandeln, um zu zeigen, dass 

der in $. 4 aufgestellte Satz auch dann noch brauchbar ist, wenn man die höheren Differenzialquotienten von /(cc) 
nicht in einer independenten Formel darstellen kann« 

L Es sei fix} = sm(ik Aresin x), die Aufgabe mithin die, den Sinus des ^fachen Rogens zu finden, 
wenn der Smus x des einfachen Rogens gegeben ist. «Aus der Gleichung 

(1) fix) = sm(uÄrcsin x) 

folgt nun zunächst durch Differenziation 



(2) . 



-ri^ N C* cos(uJre^ X) 



oder nach Wegschaflfung des Divisors Vi — x^ 

yi — . x^ rix) = f» cosCtiÄrcsin x) 

Die nochmalige Differenziation dieser Gleichung giebt, indem man linker Hand die bekannte Regel für die 
Differenziation des Produktes anwendet: 



Vl^x^ /"(ar) - 



X 



rix) = ^ 



fi^ sin (fi Aresin x) 



oder nach Multiplikation mit V 1— x^ 

(1 — x^ r\x) — o: /"'(x) = — fi» sin (^ Aresin x) 
wobei man statt der rechten Seite — fi^A^) setzen kann« Die nunmehrige Gleichung 

(X'-'X^rix) = xTix) - ^VC«) 
wollen wir nmal differenziren, wobei der bekannte, für mehrmalige Differenziationen geltende Satz 



<g"(y«») _ tf*» . dy 
dx^ ^ da;» "•" * dx 






da:»-« 



angewendet wird. Es ergiebt sich so 



tt 

ä — — — — 

(1 — o:«) /•<•+«) (x) — nx . 2a; /("+!) (X) — iis . 2 . 1 /■<■)(«) 

oder, indem man für ni mid »i ihre Werthe n mid -^n (n — 1) setzt, die gleichartigen Grössen vereinig:t nnd 
auf /■<•+*> (a;) reduzirt: 

Diese Gleichung kann dazu dienen, um aus /W(ap) = f(x) und /^(a:), die durch die Formeln (1) und (2) 
bekannt sind, der Reihe nach /"(a:), /"(x), f^(x) u. s. w. zu entwickeln, mdem man n = 0, 1, 2, 8 . . . 
setzt; diess wurde aber eine umständliche Substitution erfordern, die für unsern Zwedi^ nicht nöthig ist Dagegen 
giebt aber die Gleichung (S) Auskunft über die Continuitat der sämmtlichen Differenzialquotienten von /(o;); sind 
nämlich /<">(«) und /<"+*> (x) continuirlich und endlich, so bleiben auch die Ausdrücke 

Stetig und endlich, vorausgesetzt, dass der absolute Werth von x die Einheit nicht überschreitet; dasselbe gilt von 
der Summe der vorliegenden Ausdrücke nämlich von /<"+^K^)» '^d man kann daher sagen, wenn f^*^(x) und 
/(•+^)(x) zwischen den Gränzen —1 und +1 endlich und stetig bleiben, so ist auch /'<"+2)(a;) innerhalb dieses 
Intervalles endlich und continuirlich. Nun sind aber, wie die Gleichungen (1) imd (2) lehren, f(x) und Pix) für 
1 > a: > — 1 endlich und stetig, folglich müssen es nunmehr auch f^(x)i f^(x) u. s. w. d. h. alle Differenzial- 
quotienten sein; das Theorem von Mac Laurm ist also anwendbar, weil die Null zwischen —1 und +1 liegt 
Um jetzt Y(0), /H0)> /^(O) u. s. w. zu bestimmen, setzen wir in (5) a? = 0, es wird dann; 

/•<-+») (0) = (n»-^»)/:<")(0) 
mithin weü /W(0) = und /»(O) = ,., 

f(0) = 0, /«(O) = fi 

no) =0, /«"(O) = (i«-^«)/"(0) =a* -<»•)>» 

/^(O) = , rm = (5» - ^») /"(O) = (3« - ^t) (P - ^»)^ 

/^(O) = , Z'« (0) = (5« - ,,«) r(0) = (5« - (i*) (8« - fi*) (1« - j,«)^ 
u- s. w. u. s. w. 

Nach diesen BesÜmmung^en hat man jetzt die Reihenformel 

(4) smO^Arcsm z) = ^x + ^.g J »' + '^\i.i%.4.5 ^ 



1.2.S.4.5T6T7 * 



von der wir bis jetzt wissen, dass sie ausserhalb des Intervalles —1 bis +1 nicht gilt. Ob sie auch für alle 
Werthe innerhalb desselben richtig bleibt, entscheidet sich durch den Quotienten zweier auf einander folgender 
Glieder; derselbe ist ' ' 

AnX* (» + 1) (« + 2) 

und da der Gränzwerth desselben weniger als die Einheit betragen soll, so folgt x^ ^ l oder l "^ x ">■ — 1, 
so dass also die Reihe (4) in der That für alle acht gebrochenen x gilU Sie gilt übrigens auch für x = ^1, 
weil sie in diesem Falle noch convergirt*). Wir haben demnach ' 



*) M«n «ehe des Verfasser« „Handbuch der algebraischeo Analysis 8. 181. 



44 



i 



^ 
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^Ks • r j ■ ^ I* *»(»»' — !•). , (»(;»» — 1*) (n« — 8>) , 



ft (fi« - 1«) (f*» - 8») (ft* - 5») ^, . 
1.2.8.4.5.6.7 "*" 



1 ^Ä > -l: 

Gewöhnlich stellt man diese Formel in einer etwas anderen Gestalt dar, indem man Aretin x t^ z setzt» 
wo nun, der Definition von Arctki x zofol^, z der spitze Bogen ist, welcher x zum Sinus hat; die Gleichung (5) 
lautet dann: 

(8) ««HZ _ -^*mz 1.2.3 «« ^ + 1T278T4T? *^^ 



1.2.8.4.5.6.7 ^* + 



1 -> -^ 1 

Divcb Differenziation in Bezug auf z erhält man noch 

/Tx —. ^ >w.o » / I >*' — ^* .f.,«, I (ft* — 1')(«*' — 8») . 

(7) cos y^z ssa cos z \\ — ^-a — g — sm'z + -i — = — a « 4 «»'? 

(>.'-l«)»'-3')(ft«-5') , > 

1.2.3.4.5.6 stnr + ..,..J 

^«>^>-2-» 

Ist fi eine ganze ungerade Zahl, so werden die Reihen endlich und gelten dann für jedes beliebige z der 
linken Seite gleich, wie man leicht aus der Bemerkung schliessen wird, dass die Periodizität der Funktionen rechter 
und linker Hand dieselbe ist. 

IL Dieselben Betrachtungen sind fast wörtlich auf die Funktion 

f(oS) s= cas(uJrcsmx) 



anwendbar; man findet nämlich 



ftr^) _ II sin dpi Arcsm X) ^ 

Vi — x^ 



oder nach Wegschafltog des Divisors: 

Vi — x^f^ix) = — iistn (n Aresin x) 
Die nochmalige Differenziation dieser Gleichung giebt 



4L i. 

(1 — x^f^ix) — X rix) = — f*" c<w (f» Aresin a?) 

wo nun die rechte Seite == —^^^fix) ist; man hat daher, ganz wie fHiher 

(i^x^rcx) = xrcx) — ii^nx) 

und mithin ergiebt sich durch n malige Differenziation die Gleichung 
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Dieselbe ist ihrer äusseren form nach völlig einerlei mit der unter (8) verzeichneten Beziehung, nur bedeutet 
fix) jetzt eine andere Funktion als friiher. Die Folgerungen bleiben aber dieselben und wir sclJiessen wie vorhin, 
dass aus der Continuität von f^^^ix) und /<»+*>(a;) die Continuität von /■(■+2)(a;) hervorgeht; da nun f(x) und 
P(x) innerhalb des Intöf Valles — l bis +1 endlich und stetig bleiben, so müssen jetzt sämmtliche Differenzial- 
quotienten von f(x) dieselbe Eigenschaft besitzen. — Für o: = ist weiter 

/'(« + 2) (0) = (n« - 1*2) f{n) (0) 

md hierbei hat man zu beachten, dass /(O) = 1 und /^(O) ==3 ist; demgemäss findet man 

^ 

AO) == 1 

/"»(O) = , /-"(O) = (2» - ^«) /"(O) = - (2« - (,*) ^» 

ni% = 0,' /"(O) = (4«-^«)/''(0) = - (4» - ^2) (2» - ,*») ^2 

U. S. W. / u. s. w. 

und nach diesen Bestimmungen gilt die Formel: 

tu; cos {n Arcsm X) — i. ^^x 1.2.3.4'*' 1.2.3.4.5.6 * 

1 

imd zwar nicht ausserhalb der Gränzen — 1 imd +1. Auf gleiche "Weise wie vorhin wird man sich leicht über- 
zeugen, dass die obige Gleichung in der That für alle zwischen —1 und +\ liegende x, ja sogar noch für 
<s = + 1 richtig bleibt. Es ist daher: 



1 ^ a: ^ -1. 
Schreibt man z tOr ArcMn x, also sm z für x, so ist 



(lüj aw^z— 1 1.2**"*+ 1.2.8.4 *"* * 1.2.3.4.5.« ««^ + -;-.> 



2"« > ^^ - 2-» 



voraus man durch Differenziation in Beziehung auf z noch die folgende Formel erhält 

,1IN (f» . f4(M* — 22) . j, , «(^l-.22) (1*2—42) . X 

(11) «mfiz = ^jo^zj-J-mz — ' 12 3^ ^^ -^+ 1 2 ä.4 5 — ^«w»*^ ~ •••) 

1 



2"^ ^ ^ ^ — g-«. 



Ist jift eine gerade Zahl, so gelten die Formeln (10) und (11) für jedes z, wie man leicht einsehen wird* 

$. 7. 
Spezialisirimg der Fonnefai des Yorigen Paragraphen. 

Die unta* (6), (7), (10) und (11) entwid^elten Formeln des vorigen Paratgraphen enthalten zwei Grössen 
fft und z, von denen die erste völlig, die zweite wenigstens innerhalb des Intervalles — l bis -|-1 willkührlich an- 
genommen werden darf. Variirt man die eine oder andere jener Zahlen, so ergeben sich auf der Stelle nieue 
Formeln. 

1. Es sei nur = w mithin a rr= — , so gestalten sich die Gleichungen (6) und (10) wie folgt: 

2r 



u smz uCu^ — Vz^/smz\* , u(m^ — l^z^)(u'* — ft^z*\ /sittz\* 
smu = -^ ' — i-L^ '\ '« 1 



1 z 1.2.3 



/sinzy tt(i<» — l^z^) («» — 8»z») / sinz \* 

\ z / "*■ 1.2.3.4.5 V z ) ~ 



cos 



__ . v^ /Hnz\* u^(u^ — 2*z^ /sinz \* ««(ii» — 2»^") («« — 4»z«) /sin z\* . 

" — * 1.2 V z ^ ■•■ 1.2.8.4 \ z J 1.2.3.4.5.6 VT") + 



• • 



Lassen Y^ir t in Null übergehen und berücksichtigen , dass In diesem Falle der Quotient zur Einheit 



\virdy so folgt auf der Stelle 



u u^ . w* 



(1) si^„ = _____+ ______ 



U^ tt* w* 



(2) cosu = i-t:y+ i.a.3.4 - t:2::6 + •••• 

Dasselbe Resultat würde man aus den Gleichungen (11) und (7) erhalten , wenn man in diesen i* =s — 

X 

nähme und nachher z in Null übergehen Hesse. 

Aus den für sin u und co^ u gefundenen Reihen lassen sich sehr einfach auch die Reihen für sec ti, tan u, 
cosec u und cot u ableiten» wie man in des Verfassers Handbuche der algebraischen Analysis (Cap. XI.) nach- 
sehen kann. 

n. Ein6 zweite Umwandlung der im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln besteht darin , dass man die 
willktthrliche Zahl > in Nidl übergehen lässt. ^ 

Die Formel (7) giebt für diesen Werth von ft 

1 = cos^z j 1 + ym^z + -^«»«*^ + 2.4.9 sin^z + } 

j-* > ^ > ""f* 

€in Resultat y welches in so fern von keiner besonderen Wichtigkeit ist, als man es unmittelbar aus der Gleichung 

1 1 1 ^ ^ 1 

l = cos z . , - , — n; > z > — -^ff 

erhalten kann, wenn man das Binomialtheorem auf den > weiten Faktor rechter Hand anwendet 
Geben wir femer der Gleichung (6) im vorigen Paragraphen die Form 

sin uz sin z (^^ — 1^) s^^t (^^ — l^(ft^-- 3^ sin^z 

~ji~^~i l^ 5""*" 1.2.3.4 5 

und lassen hier fc in Null itbergehen, so folgt auf der Stelle 

_ sin z 1 sSn*z 1 .3 sin^z 1.3.5 sin''z 
(S) z = __ + ____+ 2^ _g_+ ^-^-^-^ + 

... 2*^^^ — 2* 

Diese Formel dient zur Bestimmung des Bogens, wenn der Sinus desselben gegeben ist; man steUt sie daher 
auch unter folgender Form dar' 

l ^» ^ -1 

Die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen schreiben wir in folgender Gestalt 

3* 
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sm fkz 



cos 



«_22 



sin z — ^ ^ a — sin^z + 



(^a_2a)(^a_42) ^ 



2.S.4.5 



stn^z 



^.S.4.5.6,7 "''^ ^ + • . .} 



imd lassen daranf f» in Null übergehen; es fol^ so: 

2 . . . 2.4 . e . 2.4.6 



(5) 



z ^= cosz { smz + -y «n'^r + ^ r ««*z + ^ - , «m^z +••••( 



«der, wenn man cos z und sin z durch tan z ausdrückt 



(6) :r = 



tan z 



1 + ftm^z 



fi + 



ton'z 



3 1 + ton'r 
1 



2.4 / tan>z y 2.4.6 / <<m»z \ » x 

"*■ 3.5 \l + tett«z/ "•" 5.5.7 \l + ftm«z^ + •••{ 



2 



n 



1 
2 



mittelst welcher Formel sich der zu jeder beliebigen Tangente gehörende spitze Bogen finden lässt. Für tan z = x \ 
ist demnach z s=s Arcian x mithin für jedes endliche x 

Biese Formel kann zur Berechnung der Zt/^j?A'sehen Zahl mit Nutzen verwendet werden; aus den 
Gleichungen 

sss Arcian 1 



■^ = Arcian -^ + Arcian -s- 

» ' 1 3 

— = 5 Arcian -»- + i Arcian -k^ 



findet man auf diese Weise 



ferner 



4.» Ih +4 1 + 2-4/iy 2.4.6 /iy . 

T 2(*+T 2 + 3.5 VT/ ^ 3.5.7\2^ +....J 

« _ 4 /, 2 2 2.4 / 2 \« 2.4.6 / 2 \» » 

T— 1Ö"i*'^TlÖ'^"0'\1öi "•" 3.5.7 VlÖ/ "'■ i 

+ 1Ü"M ^ 3 10 ^ 3.5\ljr/ ^ 3.5.7 VlO/ ^ ) 



endlich die sehr bequeme Formel: 



4 — 10 t*^ 3 



100 "'■ 3 



7584 



♦ I t I 



i' + i 



2 144 



100000 



.5VlOO>/ + 3.5.7 VlOO>/ + S 

j. 2.4/ 144 Y . l 

"*" 3 . 5 V 100000 / ^ ' 



die, wie es scheint, noch nicht bemerkt worden ist. 

Zieht man beide Seiten der Gleichung (10) des vorigen Paragraphen von der Emheit ab, setzt linker Hand 
2 «m'4-f>^ an die Stelle von 1 — cos f»z und dividirt endlich durchgängig mit jt», so wird 



1 
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a nin^liz Y sin^z ft'^2» sm*z (ft'— 2»)(^a — 4») iin*z 

\ (L J~ 2 2.8 4 '•' 2.3.4.5 6~ 

_ Qi« — 2») (ft* — 4") (y» — 6«) am'z 

^ 2.3^4.5.0.7 g r . . . . 

and hieraus folgt, indem man f» zur Null werden iSsst: 

^ r«^ 1 <» _ tm'z 2 <m«^ 2.4 m«z 2.4.6 < m».g 

Co; -j« — -2— + -5- -4—+ 375- -6~+ 4.5.7 — g" + ' '• 



1^ 

2" *- - — -% 



K 



oder fOr «m je = X und z = Aresin x , 



.0. 1 . , . x» ^ 2 «♦. 2.4 »• . 2.4.6 X» 1 

1 ^ « ^— 1 

-Diess ist die von StmntUle gegebene Reilie fär das Quadrat des Bogens, ausgedrückt durch seinen Sinus*). 

S. 8. . 
Die Reste der Reihen von Taylor und Hac Laarin. 

Will man sich der Integralrechnung bedienen, so ist die Aufgabe, welche zu Anfange des $. 8 gestellt 
"worde, ohne weitere Rücksichten lösbar; aus der Gleichung 

folgte nämlich durch Differenziation 
mithin nmgekelirt durch Integration 



''- fi%..X-i, ^'''^^'^^ + ^'- 



^) Eine anderweite Anwendung der Gleichang (10) des vorigen Paragraphen ist folgende, bei der wir uns der Integralrech- 
iivng bedienen. Man mnltiplisire die genannte Gleichang mit ils, integrire darauf xwischen den Grinsen « := bis x z:^ ^m and 
beivdknchtige die Formeln 

- 9inliL9 ,1 • 2« j 1,3.5. ..(2n — l) 

eo9 uz dz = ^.^—- und / sin^"« dz = — ^ a g y« x • 






man erhalt dann sofort: 

Jt 2 j^ 2» "^ 2«. 4« 2«. 4«. 6» "*" J 

«der fSr fi = 2 X , wo Z ebeAso willkiilirlich wie früher f» ist, . 

ttfii« _ i_ _L! i«(i»^x«) z«(i« — x«)(2«—z«) 



X« 1* 1«.3* l*.2*.d« 

«nd indem man die Glieder der Reihe durch gewöhnliche Addition vereinigt 

sin In _ (la — X«)(2»~Z»)(3* — X») .... 
1« !• . 2« . 3» .... 

IKetc Ableitung des unendlichen Produktes fSr den Sinus eines beliebigen Bogens durfte ttch durch ihre Kurse sehr empfehlen. 
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Um die Constanie der Integration zu bestimmen setzen wir in der nunmehrigen Gleichung 



/ 



1 • 2 ... (II — 1) 



/(■)(a;)rfa: + ConsL 



= fix) + ^^rix) + ^% fV "W + . . . + ^^^"''(nVi) /^^'"'^^ 
zuerst x=sXf dann xssa und snbtrahiren die zweite Gleichung von der ersten; es ergiebt sich auf diese Weise 

• « • 

mit Rücksicht auf den Begriff des bestimmten Integrales 

•' (a — «)»-* 



/ 



1 . 2 ... t» — 1) 



/'(")(a>)dx 



oder' auch indem man f(a) transponirt und linker Hand die Integrationsgränzen vertauscht 

womit die Summe der fraglichen Reihe auf alle Fälle bestimmt ist. Brauchen wir, um Verwechselung zu verhüten, 
unter dem Integralzeichen einen anderen Buchstaben für x^ etwa y, so ist auch 

(») /(») + •i^/'w + -^^^w + •••■+ i?r.T-'i) ^'-"»' 



Für a — X =: h, also a = o; + A, ergiebt sich hieraus 

(5) fix} + y/«(«) + -|^/"(x) + . • . + i.2.*.'ö»-l) ^^'""(^> 

und durch Emführung einer neuen Variabelen z, weiche mit der bisherigen Veränderlichen durch die Gleichung 
p:=zX + Zj also dy:=^dz verbunden ist, entspringt die wichtige*) Formel: 

(4) Ax) + Az-cx) + -^rcx} + . . . + i.2.*;;'_i) /<-nx) 

= Ax + ») - 1 . ä . . .\n - A) /*(* — ■g)— V<">(x + ;g)rfz 
Nimmt man in dieser Gleichung « = und schreibt nachher a; für A, so wird aus 
(5) /(O) + -^« + -j-^«« + . . . + i.a...(„-l) ^" 

= ^(*> - 1.8...^-!) /'(* - -)- V<-»C.)rf. 



^) For die Entwickelnng endlicher Integrale ist die obige Form dea Tafflor*8chen Satses sehr brauchbar; man sehe hieraller 
des Verfassers ^»Theorie der Differenzen und Suramen, Halle 1848," $$. 11, 13, 13, 14, 15. 
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und aus (8) erhält man dasselbe , weil« es in einem bestimmten. Integrale gleichgültigr ist, mit welchem Buchstaben 
die Yariabele der Integration bezeichnet wird. 

In den Formeln (4) und (5) liegt die sogenannte Restbeslimmung der Reihen von Taylor und Mac Laurin; 
setzt man nämlich 

(6) nx + h) = fix) + ^fix) + Y^rCx) + . . . + ^^2 ^*^^'_^j /-<«-*> W + Ä. 

SO kann gefragt werden, wie gross der Rest Bn genommen werden müsse, damit er die schon bestimmte Reihe 
zu /ix + h) ergänze; aus der Vergleichung mit (4) folgt nun auf der Stelle für Ä« der Werth 



<^> ^- = 1.2...\«-l) /^*-^>-'^^'^^^ + ^>'^ 



Setzt man auf gleiche Weise 



(8) /(*) = AO) + -j-« + -nä"* + • • • + 1.2. ..(«-!)* + ^- 



SO giebt die Vergleichung mit ('5) 



(9) Ä. = l.a...\n-l) /'<* - -)"-/^"«<'* 



ILbereinstimmend mit der von Lagrange auf weit längerem Wege entwickeltei Formel. 

Aus den hier gegebenen Reslbestimmimgen lassen sich ohne Mühe auch die Restformeln Cauchy's ableiten^ 
indem man nur den bekannten Satz anzuwenden braucht, dass immer 



r Fix) dz ~ c File) 



ist, worm X einen positiven ächten Bruch bezeichnet und Fix) innerhalb der Gränzen bis c endlich und stetig 
bleibt^; man hat dann sofort für die 7by/or*sche Reihe 






und für die Reihe von Mac Laurin 



«• = t%Ti!Z-i) ^'"'"' 



wobei die Continuitat von /<"H^) innerhalb der betreffenden Gränzen vorausgesetzt wird. 



. *) Daf genannte Integral bedeniet nämlich geometrisch die ebene Fliehe, welche aber der AbsciBse c steht und oberhalb 
durch die Corve der Gleichung yssFi») begrinxt irir|i. Ifie«e PUche kann man sich als Rechteck denken, welches c aar Basis 
und eine mittlere Ordinate i}ssF({) zur Hohe hat; da aber { zwischen nnd e liegt, so darf man |=:Xc setzen, wobei X einen 
posiiiTen achten Bmch bezeichnet, dessen Werth nicht naher bestimmbar ist; man, hat somit ffir jene Flache den Inhalt tri =: tF(lc) 
iwi« im Texte behaoptet wnrde. 



/ 

t 



Die periodischeD Reihen von Lagrange ond Fooriert 



S. 9. 
Vorbereitende Sätze. 

Es bezeichne 5» die Summe der aus n Gliedern bestehenden Reihe 

(1) z sin a + z^sin 2a + z^sin 3« +..••• + z* sin n«* 

in weicher z und ä völlig wiiikührliche Grössen bedeuten mögen , und es sei die Aufgabe gestellt, den noch un- 
bekannten Betrag jener Summe zu ermitteln. — Maii gelangt hierzu sehr leicht, wenn msm sowohl 5« als die Reihe 

mit dem Ausdrucke 

1 — iz cos a + z^ 

multiplizirt und dabei jedes Produkt von der Form 2cosa sinma in sin(m^l)u + sin(m+l)a umwandelt; diess 

giebt 

(l — izcosa + z^)Su 

z=z z sin a — z* sin 2a + z^ sin a 

+ z^ sin 2a — z^ sin a — z^ sin Sa + z^ sin 2a 

+ z* sin Sa — z* sin 2a — vr* sin 4« + z^ sin Sa 

+ z* sin 4« — z^ sin Sa — z* sin 5a + z^ sin 4« 



+ z* sin na — z»+**in(n — 1)« — z"+*s«»(n + l)a + z^+^sinna 

Hebt man so weit als möglich die Glieder der ersten Vertikalcolonne gegen die der dritten und ebenso die 
Glieder der zweiten Colonne gegen die der vierten, so bleibt 

Cl—2z cos a + z^)Sn 
s= z sin a — z"+im(n + l)o + z^+^sin na 
und hieraus ergiebt sich der Werth von Sm nämlich 

^ z sin a z"+^«in n« — z"+'m (»+!)« 



3 



1^2z cos a + z^ l — 2z cos a + z 

Die Vergleichung dieses Werthes mit der ursprünglichen Bedeutung von Sn liefert nach beiderseitiger Divi 

sion mit z die Formel 

sin a + z sin2a + z^ sin Sa + . ... + z»+^ sin na 

sin a z*"^^ sin na — z*sin(n + l)a 

~' 1 — 2z cos « + z'^ *** 1 — iz cos a + z* 

Lässt man — z an die Stelle von z treten, so Ist auch 



/ 
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(1) sma— z sin2a + z^ sinBa — + (— l)»-<z»-»^i>ina 

sm a . I'kn+i ^*'^'^>'^ ^« + z^ sm(n + 1)« 

r+TTcöslT+W '^ ^~ -^ l + 2z cos a + z^ 

und diese Formel bildet nun den Ausgangspunkt einer weiteren Untersuchung. 

Die Gleichung ( 1 ) multipliziren wir mit dz und integriren darauf zwischen den Gränzen ir = bis z = l ; 
mit Rücksicht auf die Formel 



/ 



z*» dz = 



m+ l 

ergiebt sich dann, wenn linker Hand die Integration ausgeführt, rechter Hand vorläufig angedeutet wird: 

11 1 ( 1)«-» 

-Y-sina ^ sin 2a + -s-sin Sa — . . . + -^^ sm na 

1 2 3 ' n 

/^^ . , 1.-J.1 . r^ z^'+^dz 

l + 2z COS a + z^ J l + 2z cos a + z^ 





1 



/z* dz 
1 + 2z COS a + z^ 



Das zweite und dritte Integral auf der rechten Seite stehen unter. der gemeinschaftlichen Form 

z^dz 



'" /t+ 



2z cos a + z* 



wobei wir /„, zur Abkürzung benutzen, und es ist nach dieser Bezeichnungsweise 

11 1 r— i)"-i 

(3) -^sina — zrsm2a + -s-sinSa — •.. + -^^ sin na 

1 2 3. ^ n 

i 

= *^ « A-ZTöT^— XTä- + (-l)»+*/«+i^mn«+(-l)"+»/,m(n+l)« 
y 1 + »z cos « + z-* ^ 



Der Werth des ersten Integrales kann unmittelbar angegeben werden; man hat nämlich bei unbestimmter 

Integration 

/dz . . z sin a , ^ ^ 
, . A ; — 5- = ^ctan -T-- + Const. 
1 + 2z C05 « + Z^ 1 + Z CO* a 

mithin durch Einführung der Qränzen z = l'"iind z = 

sin a /-=— 7-75 : — a- = Ärctan 



"/t+ 



2z cos + ^' 1 + cos a 



11 1 

oder, weil sin a = 2sin-^a cos-^a und 1 + co* « = 2^05^-3-«, 



1 

2 z CO* tt + ^*' -n^v^^-v»— 2 



(4) *ih « j . j, c,^ ^^: — r-r57 - = ^ctan {tan -5-«) 




Hier bedarf es zunächst einer Erinnerung an die Definition des Zeichens Arcian i; man versteht darunter 

(wenigstens seit Cauchy) den Bogen des ersten Quadranten, welcher die Zahl t zur Tangente hat imd zwar ist 

Arcian t positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem i positiv oder negativ ist. Daraus folgt sogleich, dass für 

einen spitzen Bogen ß die Gleicl^ung Jrctan(ianß) — ß stattfindet, dass dieselbe aber nicht mehr gilt, wenn ß 

4 



d^ ersten Quadranten überachi^Het:; so hat man z. B. Jrctan (tmn^ ^ ff^ = JrcUm{ — tany) = -^ JreUm(tan y) 
= — / lind diess ist nicht einerlei mit ap — y, für den dritten Quadranten wäre jtrctan (Um (» + <}) 
s= Jrcian(fanS) = 3 u. s. w^, wie sich auch rein geometrisch sehr leicht nachweisen lisst. Wollen wir nun 
die Formel 

Arctanitm P) = ß , _^ > jj > __a 

111 

für die Gleichung (4) benutzen, so müssen wir die Determination -o"*> -5-«>— -s-»,d.h. »v>«>— » 

zu Grunde legen und haben dann 

^ dz 1 

^in a f-3 — p-R 11 f = -5-«, » > « > — n 

1 + 2z cos a + z^ 2 ^ ^ 



f 



mithin durch Substitution in die Formel (3) 

11 1 f— 1)»-* 
(5) _^intt— _«-|i2a + -^-m Sa — ... + -^ sinna 

= Y« +(-l)"+^/n+imn« +(-l)«+*7«Äm(» + l)cr; « > 1» > -» 

Was nun die noch übrigen Integrale /» und 7a+i anbelangt, so würde die Ermittelung ihrer genauen 
Werthe auf ziemlich complicirte Formeln führen; dagegen lässt sich der ßetrag eines jeden derselben leicht zwi- 
schen zwei Gränzen fassen und zwar auf folgende Weise. Wenn in dem Bruche 

^^^ 1 + 2z cos« + z* 

die Variabele z das Intervall bis 1 durchläuft, so bleibt der Nenner immer positiv, weil er als die Summe der 
beiden Quadrate (1 + ^ cos er)* .und (z sin^i)^ angesehen werden kann; auch geht der Nenner nicht in Null über, 
so lange cosa nicht = — 1 ist Im letzteren Falle nämlich würde der obige Bruch 

1 _ 1 

1 — 2^: + ;r* ~ tl — ^)" 
annelmien und der Nenner in dem Augenblicke zu Null werden, wo z die obere Gränze r ss 1 erreicht Schliessen 
wir die Möglichkeit, dass cos a = — l werde, dadurch aus, dass wir m zwischen ^it und +n annehmen 
(ff >> a ^ —it)y so folgt jetzt, dass der unter (6) bezeichnete Bruch positiv und endlich bleibt, wenn z das 
Intervall bis 1 durchläuft. Der absolut grösste Werlh, welchen der Bruch während dieses Intervalles erhält, 
heisse A^ der absolut kleinste B^ so sind jetzt A und B nothwendig endliche positive Grössen. Multiplizu*en wir 
die mmmehrige Umgleichung 

"^ ^ l + 2zcosm+ z^ > * 

mit z^dz und mtegriren zwischen den Gränzen z = bis ^ = 1, so ist weiter 

i 



/^ 



z^dz 



m + 1 ^ J l + 2zcos a + z^ ^ m + 1 

d. i. unter Rücksicht auf die Gleichung (2) 

B 



Jm 



m + 1 ^ " ^ m + 1 

Diese Beziehung lässt erkennen, dass Jm bei unendlich wachsenden m der Null näher und näher kommt, 
wen A und B endliche von m unabhängige Grössen sind; dagegen würde dieser Schluss unzulass^ sein, wenn 
cos a = -~1 werden könnte, weil dann A selbst unendlich wäre; wir haben demnach 

LimJm = 0, wenn « > « > — »• , 
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Diese Eigenschaft des Iniegnites /« gealattet ^e Umwandltmg der Gleiehniiff (5); Utest man nfimlich die 
dort voikommende Zahl n ins Unendliche ivachsen, und berücksichtigt, dass die Gr Assen «ton» und sin(ß + V)a 
die Gränzen —1 und +\ nicht überschreiten können, so folg;t 

(7) -|-«toa — -5-^ 2a +-5-*to8iir— =s ^a 

wo nun die linker Hand verzeichnete Reihe eine unendliche ist Dass sie in der That für solche a, die nicht 
zwischen m und — 9» liegen, der rechten Seite gleichzugelten aufhört, erkennt man leicht a posteriori y obschon es 

1 S 1 

aus der vorigen Herleitung a priori klar sein muss; für x=:n z. B. erhielte man Os-^-^r, für x='^ny — r-sc 

8 
B= -J-» u* s« w« 

Nehmen wür m der Gleichung (7) a = » — /}, wo nun «>^»^^>*— 9( d. h. j3>*0 und ß ^ 2n 
sein muss, so folgt 

• (8) ' ^sinß + ^siH2ß +^8inSß +.... = ^0$-ß) 

Zn> ß> 0. 
Schreibt man in (7) einfach /! für «r und veremigt die so entstehende Gleichung 

(9) -j-***'* -■j-m2/I +-y«m»/J— .... s^ ^ß 

« > /! > — » 

mit der unter (8) vorzeichneteo^ so gilt die neie Formel nur für solche ßj weldie^ d|m Bedingungen 2m '^ ß '^ 
und m'^ ß '^ —n gleichzeitig genügen, d. h. für «>»/!>» 0$ man erhält so als halbe Summe der Gleichungen 
(8) und (9) 

(10) -Yiinß ^^9miß -hym5^ +.•• "^ -j» 



Für ^ = Y^ '* ^' ^^^^ ^^^ ^^ bekwnte Zei^m^^r'sche Reihe, für /l =? -j-nt findet sich das nicht un- 
interessante Resultat: 

1.1 i 1.1. i » _ir2 

T + T-T^T + T + TT^^TS"" — t*^^ 

wobei linker Hand das Vorzeichen von einem Gliederpaare zum anderen wechselt 

S. 10. 

Fortsetzmig. 

Nach den Erörterungen des vorigen Paragraphen hat es nicht die mindeste Schwierigkeit, die Summen solcher 
Reihen zu finden, deren allgemeines Glied unter der Form 



1/' 



ip(f)sinn{t ±^ a)dt 



enthalten ist, worin 9(0 eine beliebige von ^saO bis t=:^j$ endlich un4 stetig, bleibend^ Funktion von, ^ und « 
eme constante Grösse bezeichnet, die vor der Hand noch willkührlich seL Wir wollen, diese Untersuchung all- 

4* 
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gemein durchführen, und theilen sie zu grösserer UebersichUichkeit in zwei Theile, welche letztere den oben ge- 
brauchten doppelten Vorzeichen' entsprechen. - 

I. Um die Summe der Reihe 

(1) y/ g>(0'^wa+<»)rf^ + -^1 g>(0sm2Ct+tü)di .+ -^ i ipif) sinSCi + o>)dt + • •• • 

b . *b 

zu finden stellt man zunächst die constanten Faktoren -^, -jj-, -«•,... unter die Integralzeichen und zieht darauf 
sämmtliche Integrale zu einem einzigen zusammen; diess giebt: 

(2) /'^»(O { y «■«(< + »)+ -2-s««2(f + m) + -1 5*1 3(/ + a>) + ...j d^ 



WO man sogleich die Anwendbarkeit der Formel (8) des vorigen Paragraphen bemerken wird; dabei muss jedoch 
die Bedingung 2«>^ + »>0 erfüllt sein und diese j^t hier sehr leicht zu befriedigeft. Da nämlich / das 
Integrationsintervall bis » durclüäuft, ko ist immer « >• ^ >> 0; wählt man co nicht ausserhalb des Intervalles 
bis », nimmt also » > » ^ 0, so folgt durch Addition beider Ungleichungen ^»^^ + <ö>0, wie es sein 

soll. Setzen wir jetzt statt der in (2) vorkommenden Reihe ihren Werth -ö-[« — (^ + »)] = -q(» ~ ») s"^ » 

so folgt durch Vergleichung mit (1) 

(3) Y^it-m)fq>it)dt ^ ^Ji^(f)dt 





9r ^ o ^ 0. 

Einfacher noch wird diese Formel, wenn man die theilweise Integration, eintreten lässt und 

(4) fvCOdt = f(0 

setzt, wo nun /"(O von i = bis t = n endlich imd continuiilich bleibt; mau hat dann 

(5) fttp(t)di == tffpifidt — fdt ftfit) dt 

= tf(f) -fdtm 

was man für die linke Seite von (3) bejiutzen kann; für die rechte Seite ist zu berücksichtigen, dass 

fsinnit+o) q>(t) dt = sinn(t + ai) ffp(f) di — n fcos n(t + co) dt ftpCf) dt 



sin n (/ + (ö) /CO — n fcos n(t + m) dt 



m 



Führt man die Integrationsgränzen f = bis ^ = « und bringt alle noch rückständigen Integrationen auf eine 
Seite, so folgt: 



1 a"^ a* /** 



) di + ... 



f 
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~ |^«n(D + -^«n2oo + -g-mSo) + | f(0) 

wobei immer « ^ » ^ sein muss. Bezeichnen wir die Smiime der links stehenden Reilie mit (7^, also 



(7) ü„ = ^f mdt + f aOcosit+tB)dt + ffif)cos2(f+f^) 

*0 



di 



jt 



♦ + f fit)co$^(Jt+m)di + 

^ . 

und gehen auf die Unterscheidung der drei Fälle «>io>>0, fl) = 0, «0 = 71; ein, so sind die Resultate 
folgende; für » > a> > erhält man unter Anwendung der Formeln (8) und («) des vorigen Paragraphen 

£/^ = 0, für tt = verschwinden die in» (6) rechts vorkommenden Reihen und es bleibt üo = -ß-» A0)> ^ür 

*^ 

(ö = jj annuUiren sich die Reihen gleichfalls und es bleibt U^ = -g-«/'(n;)5 wir haben daher: 

U^ = 0, wenn « > « >• 

(8) ^1 1 

n. Ganz ähnliche Betrachtungen knüpfen sich an die Reihe 

1 JÄ I JW 1 JHP 

(9) y 1^9(0 «>»(/ — a))rf/ + -^jq>(()sm2(i'-(ü)di + -^ iq>(f)sini(t — (ü)dt + . . . . 

'0 *o - 

Giebt man ihr zunächst die Form . , 

(10) jfp(f) \ y5m(^ — w) + -5-m2a — cd) + -~5m3a~(ö) + . . - i | ^^ 

.so würde es wiederum auf die Summining der eingeklammerten Reihe ankommen. Diese könnte unmittelbar nach 
der Formel (9) in $. 9 ausgeführt werden, wenn die Bedingung 2w > ^ — ^ > erfüllt wäre; diess ist aber 
nicht der Fall, denn die Differenz / — © geht von — co bis ;r — co, wenn t sein Integrationsintervall durchläuft. 
Dieser Schwierigkeit ist sehr leicht auszuweichen, wenn man, unter fler Voraussetzung aj ^ a ^ 0, das Intervall 
bis n in die beiden Intervalle bis ö und o> bis n zerlegt nach dem Schema: . 



/IC ^«9 . 7C 

F(£)tH = jFiOdt .+ JFiOdt 



„ 

♦ • 

Von < = bis ^ = « ist dann die Differenz / — cd stets negativ und wir setzen dafür — (» — 0> ^'^^ 
^ = © bis ^ s=s » dagegen Weist t — a> positiv; nach diesen Bemerkungen verwandelt sich die Gleichung (10) in 
die folgende: 

(11) — fq^iO I YÄm((D — + Y*''»2((» — + -g-«n3(a) — + . . • | rf^ 



+ f g>(f) I Y5m(a) — + -2-«»2(^— to) + -g-5m3(^ -* w) + . . . | 



dr 



a> 
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und nun lässt sich jede der eingeklammerten Reihen summiren,^ da im ersten Integrale der Bogen u —t und im 
zweiten i — a zwischen und 2» liegt; diess giebts 



( m 

V 

— ^\fa — m)ip(t)dt +f(t-m)q>iOdt 

\ 0» 



Zieht man die beiden letzten Integ^rale zu einem einzigen zusammen, so ist nun durch^Vergleichun; mit (9) 

(12) Y« \jq>V)ät —J^(f)dt( - \jit — ^^q>(()dt 

t « ) 

=s ^r^{f)9m(f — n)di + -^ppifytm^ii — nidi + -jJq>(]0$inS(t — m)dt + . . . - 
Bezeichnen wir wie früher das unbestimmte Integral von tp(f)dt mit /(0> so ist linker Hand 

« 

femer 

f(t — «Og>(pdi = (ß — m)f(f) ^ JfiOdt 

und rechter Hand hat man zu substituiren : 

f^{f)sinn(t — m)dt = smnit — m)f(f)—nfco8n(f — fxi)dif(f) 

Nimmt man ^ = )i und f=0, bringt alle nicht ausgefiihrten Integrationen auf eine Seite und vereinigt was 
gebt, so ist 

(18) ^Jraoät +Jn()cot(t^m)dt + jf(f)€Osi(f — m)di + 






= I -|-stA« 5-sm2« + -g-<jnSo — . . . . | /(») 

Bezeichnen wir die Summe der links stehenden Reihe mit V„, setzen also 



(14) F. = ^JfdOdt + rrcOco*a—»)dt + ffCOcosiCt—m^dt + fr(i)cosa(,t^a)dt + 




• • • 





und unterscheiden die drei Fälle n > n > 0^ cds=:0 und « =3 ^r, so sind folgende Bemerkungen zu machen. 
Für J5 > © > kann man die Formeln (8) und (9) zur Summirung der in (IS) vorkommenden Reihen be- 



31 

nuteen md es ergiebt sich V„ is » A«)> ISr v ss venchwiQden die Reihea und bleibt F, = -änfiO), för 
a = n endlich annulliren sich die Reihen gleichfalls und es kommt V^ =s -^nfin) zum Vorschein; d^nnac^ istt 

/ F. = «/(•) Jür » > « > . 
^^*^ 1 F« =. -^»AO) imd r, = -g-»/(«). 

Die S&tze (8) und (15) liefern nun die eleganten Resultate des nflchsten Paragraphen. 

f. 11. 

Die periodischen Reihen von Lagrange. 

Vereinigt man durch Addition die beiden Reihen, deren Summen mit U^ und V^ bezeichnet wurden, und 
berücksichtigt dabei, das6 die Summe zweiw g^eichstdiigen Glieder 



f(f)co8n(f — m)dt + f f{()cosnit + m)dt 






ist, so findet man ohne Mühe: 



= f7(jOico$n(f — m) + €Osn(t + m)]dt 



ssicosnn ff{f)cosnhdt 



• • • • 



(1) ffif) it + ^cot m ffdD eostdt + icos 2« //(O cositdt + icos 8» /*/(0 cos 8t dt + 

=» F. + «7. 
oder, wenn statt V^ und U^ die angegebenen Werthe eingesetzt werden 

= «/(«) +0, für » > » > 

= ^TtfCß) + ^«f(ß)f für » a 

Die Smnme der in (1) verzeichneten Reihe ist demnach »/(») und zwar gilt diess für alie » von « = 
bis « = » d. h. für )k > o ^ 0. Dividiren wir jetzt beide Seiten der Gleichung (1) durch n und seuen zur 
Abkürzimg den von » onabhfingigen Ausdruck 



(2) liff^^ ^^*^^ dt=: An 



so folgt 



(8) A») = -Q-^o + M cosn + A2 cos2a + At eo$Sm + 



n> n>0. 

Es lässt sich demnach jede beliebige Funktion einer Variabelen in eine Cosinusreihe der vorstehenden Form 
verwandeln, wenn die Variabeie das Intervall bis ir nicht fibertchreitet und die CoefQzienten der Reihe nach 
FoiTOcl (2) bestimmt werden. 1 
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Ein analog^es Resultat ergiebt sicli, wenn man die beiden mit Ug^ und V^ bezeichneten Reihen durch Sub- 
traktion zusammenzieht; unter Rücksicht auf die Gleichung 
t 

je J» 



ff(f) cosniir- «) dt — ff(() cos n(t + m) dt 



= / f(f) [cos n(t — (ö) — cosndt + w)] dt 



= 2m wm / f(f) sinnt dt 



findet man nämlich ohne Schwierigkeit 



f(t)sintdt + 2sm2m If(t)sin2t dt + 2sm3<o ffit) sinSt dt + 



• - i 

und hier ist vermöge der für V„ und U^ angegebenen Werthe die rechte Seite 

= «AO) ; — 0, für « > w > 

l 1 

= -^Ttfin) — --^Ttfinij für (ö = « 

Die Summe der in (4) verzeichneten Reihe beträgt demnach nfico)^ so lange co zwischen und n liegt, 
sie ist dagegen Null, wenn » = oder cd = « wird; wir müssen daher die Determineition « > ca > aufstellen. 
Dividiren wir mm beide Seiten der Gleichung (4) durch 2 und setzen 

(5) • —j fco sinnt dt — Bn 



so ist jetzt: 

(6) f(m) — Bisinm + BtsinZm + B^sin^Sn + .'.... 

3t > m > 0. 

Demnach lässt sich jede Funktion einer Variabelen in eine Sinusreihe der vorstehenden Form verwandeln, ' 
wenn die Veränderliche innerhalb des Intervalles bis n liegt und die Coeffizienten nach der Formel (5) be- 
^ithnmt werden. 

Um den eigentlichen Sinn der unter (3) und (6) gefundenen Enlwickejungen mit möglichster Deutlichkeit 
hervorzuheben, geben wir noch ein geometrisches Bild zu denselben. In Fig. 5 sei BSPTCl jeine völlig wiilkühr- 
liche Curve, deren Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten 

(7) y = fix) 

heissen möge, OÄ sei die A])scissen- und OF die Ordinatenachse; die Strecke OA habe die Länge n und 
OM=xo bedeute eine beliebige zwischen und tc liegende Abscisse, deren Ordinate MP ^syQ = /(a;©) vor- 
stellen möge. Sind nun die Coeffizienten Aq^ A\y A%... nach der Formel (2) bestimmt und setzen wir 

1 

(8) Jp' = "ö"^o + Aycosx + A%cos2x + AtcosSx + . . . . 

wo y die Summe der rechter Hand stehenden Reihe bezeichnen soll, so können wir auch die vorstehende Gleichung 
als Gleichung einer Curve ansehen, von der ein beliebiger Punkt die Coordinaten x und V besitzt; wie sich nun 



n 

diese zweite Curve zur ersten verhält, werden fol(frade Bemerkongen erkennen lassen v Liegt in der Gleichungr 
(8) X nicht ausserhalb des Intervalles bis n^ ist also x s=szof so folgt aus (3) 

d. h. die zweite Curve fällt von x ^=^0 bis o? =s » mit der erslefi zusammen. Ist femer x zwischen jt und in 
enthalten, so lumn man x = 2« — x, setzen und dana ergiebt sich aus (8) wegea casn(2n — Xq) =^ cos nx^ 

Y s=s -^Ä^ + Aicosxo + A^cosixo + Aicos9x^ + . . . . 

die zweite Curve d.h. F=yo deckt jetzt die erste nicht mehr, sondern besteht aus einem Bogen TP^S , weicher 
dem ersten Zuge TSP congruent ist, aber entgegengesetzt liegt Für ein zwischen 2 91; und 3» befindliches x 
kann x = 2» + ^0 gesetzt werden und es ist dann wiederum y = y^; diess giebt einen Zweig S^P^T" 
welcher mit dem ersten SPT in Grösse und Lage übereinstimmt. Wie man diese Schlüsse fortsetzen kann, erhellt, 
leicht und man erkennt so den Lauf der zweiten Curve längs des positiven Theiles der Äbscissenachse. Für 
negative x bleibt die Gleichung (8) dieselbe und es ist demnach die flinke Seite der zweiten Curve der rechten 
Seite congruent. Die Gleichung (8) giebt also, geometrisch construirt, eine aus congruenten Bögen bestehende 
wellenförmige Linie und zwar ist jeder einzehie Bogen identisch mR dem über der Abscisse n stehenden Bogen 
einer beliebig gegebenen Curve. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich der Formel (6) eine geometrische Bedeutung abgewinnen, mdem man 
die ursprüngliche Curve , deren Gleichung y = fCx) war^ mit derjenigen Linie vergtelcht, welche durch die Gleichung 

(9) r = Bismx + fim2x + BtsinBx + • • • • 

charakterisirt wird, wobei die Coeffizienten Biy ^1, i?s.,* nach der Formel (&)Hb«8ti|nmt sein mögen. Für eine 
zwischen und n liegende Abscisse ^ =s: xo ist näo^ich F = f(x^) •= yo ^uid also die zweite Curve mit der 
ersten einerlei; f&r x ssijc — x^ wird F = — fCx^) ss= — yo und diess giebt einen Zweig, der zwar dem ersten 
congruent ist, aber unterhalb der Abscissenachse liegt; tür x = in + x^ erhält man F=y^f also einen Zweig, 
welcher wieder oberhalb und congruent dem ersten vorläuft; x = 4w — Xo liefert F = — y^ d. h. jriederum 
einen unterhalb liegenden Zug u. s. w. Für negative x ändert F nur seinen Vorzeichen, nicht aber seinen abso- 
luten Werth, und es ist daher die linke Seite der Curve der rechten congruent, sil>er mä enl^gengesetzt liegenden 
Ordinaten. Bemerkenswerth sind endlich noch die Fälle xssO, +»» + 29i; u. s. f.; für alle diese Werthe ver- 
schwindet nämlich ¥^ die Curve hat demnach eine Reihe isolirter Punkte (0« A^ A^, *.. in Fig. 6) oder, was 
dasselbe ist, sie erleidet an jeder dieser Stellen eme Unterbrechung der Continuität. 



$. 12. 
.Beispiele zu den vorigen Theoremen. 

1. Für die Codinüsreihe sei zunächst f(x) = x; man liat dann 



2 /•* 



4t 




j 2 >* , _^ l — eo 
w4«= — I icosnt dt = ^^ — V 



eo$ nn 



wie man leicht aus der Integralformel 



/ 



ts in nt cos nt 



tcosnt dt = — 2 + — Ta h Canst. 



finden wird. Man gelangt so zu der Reihenentwickelung 



14 



4 ( C09a>'^ . 'C0$'3x'^ . cos 5x 



.^. it % i cosa>} , coeöx . cos ox , i 

(1) x = -2---J-^^ + — P— + — 5^ + ....| 

2. ^ Für eine zweite Anwendung der Cosinusfon»el erinnern wir an das bekannte Integral 



/ 






woraus man ohne Muhe findet 



J «' + !»• 



Setzt man daher 



T 



so ergiebt sich zur Bestimmung der Coeffizienten. A 






ai _i_ ^^ah 



(ö«» + e^^^)cosni di 

j ^Q ^ . a COS nn 

und daraus die Formel . . i : ; . 

.gv »^ g"^ +'g*"^'^ 1 ucosx u cos 2x _^ acös fix 

M Ä ^Hf* ._ ie:-«* .~ 2a , a« + 1» +«3+23 a^ + 3« + * * " * 

Dieselbe gut iibrigens auch für negative .«, .weil beide Seiten der Gleichung die Eigenschaft yC— x) 
= — q>ijT) besitzen, und es ist daher die erweiterte Bedingjung n'^ x'^ — n aufzustellen. 

Giebt man x die speziellen Werthe 0, -^n und n^ so hat man die Formeln: 






2 

• • • 

« 1 a , « u , 

_ ^-«« ^ 2« «3 +.13 "*" «1 + 2» a« + 8» + 



r4^ iL ^ _ 1 « . « « . 

^ ^ 2 ^i«* + e-i«» — '2l~ a» + 22 + «3 + 4« ~ «3 + 6^ ^ 

^ ^ 2 ^«« _ ^-«« ~ 2« "^ «3 + 13 T" a« + 2« "^ «2 + 3« •»••••• 

3. Es sei 

- . . n cosiix 
Aa?) ==» -5- -t:;: 



2 sin fin 
wobei fft als ächter oder unächter Bruch vorausgesetzt werden möge; man findet dann 



/ cos int cos nt dt 
Am s= : 



sm fiTc 
oder wenn cos fit cos nt = -^cos (fi — n)t + -3-cos(fi + «)if gesetzt und jeder einzefaie Summand integrirt wird 



n 



-! . 



• • • • 



Diess glebt die bemerkenswerthe Reihe: 

^^ T m ^» — 2f* + 1» — f*2 22 - ^2 "*" 3> - fi« 

' » > aj > ' 

wobei sich das Gültigkeitsintervail auf n '^ x ^ —sc ausdehnen lässt, wenn man berücksichtig, dass für nega- 
tive X beide Theile der Gleichung ungeändert bleiben. Für a; = und a? = » ergeben sich die beiden Formehi 

^ -^ 2 smf*» ~ "S^T "*■ 1» - f*« 2»-::^ + ga _ ^2 . • • • • 

.«. ^ ^ ^' ft f* ft 

denen man für p^n = z^ also f» :^ — auch die folgenden Gestalten geben kann*. 

SB 



1 . 2z 2z 2z 



z^ 



(9) cosecz=.- + (t,)._^» - c^^).^^« +-(810^ 

I 

(10) «rf « = _ _ _-,__j- _ .^-^rzTil (S«)» - z^ 



Multiplizirt man die letztere Gleichung ndt äz und integrirt, indem mah die Integralformehi 



/ 



cot z dz =s Ismz 
2zdz 



in Anwendung bringt, so folgt 

/«*»«== /z + /[(1«)9— ««] + /[(2«)«— z«] + /[(3«)«-z«] + ... + Const 

■ 

oder wenn man die Cpnstante s= IK setzt und von den Logarithmen zu den Zahleii .übergeht 

smz = Ez[(ln)^—z^] [(2»)«— z»] ((3»)« — «*] .... 
Um die Constante zu bestimmen, dividiren wir beide Seiten der Gleichung durch z und lassen darauf z in 
Null übergeheui w^gen J,im ( — -. — j = ergiebt sich dann 

1 = £Cln)^ . (2«)» . (3»)« 

und wenn mit dieser Gleichung in die vorhergehende dividirt wird, so folgt 

(U) smz = z(l--j^) (i- ^) (t-^) 

Mittelst der bekannten goniometrischen Formel , - - 

m2z 



cos z 



= ^ 



leitet man aus (11) leicht die folgende Gleichimg ab 

5* 



}( 



(lä, «.=(,-^)(,_^)(.-.*^) 



An die in (11) und (12) bewerkstelligte Yerwandliing des Sinus und Cosinus in unendliche Produkte 
knüpfen sich mehrfache analytische Untersuchungen, auf die wir hier nicht eingehen können; man findet dieselben 
in des Verfassers Handbuche der algebraischen Analysis. 

4. Nhnmt man in der Sirittsreihe /(«) constant = l, so wird 

— C08 fin 



"Bu = — I sm nt dt s=s 

nj n n 



und mittelst dieser Werthe erhält man 



(13) 1 as i.jl.«>ia.4, yrfn3a? + -J-wiöa: + } 



was mit der Gleichung (10) in $.9 fibereinstimmt 
5. Es sei femer 



nx) = ^ 



n e«*— «"•*** 



2 ^««_^-«« 

so hat man Gelegenheit, die bekannte Integralformel 

ksmnt — ncosnt 



f 



e^^ sinnt dt = 



A2 + n 

in Anwendung zu l)ringen ; es ist nämlich 



/(««* — « 
. _^ 



-^^)smntdt -^/.c* 

n c&s n % 



und damit gelangt man zu folgender Reihenentwickelung 

2 g«n_g-tt» — «2 + 14 «2 + 2» ***«» + S« 

Dieselbe bleibt übrigens auch für a? = und für negative x richtig« weil beide Seiten der Gleichung 
die Eigenschaften ^(0) = und ^(--a;) = — 9(x) besitzen $ die Determinatien der Gültigkeit ist daher 



• » • 



0. Es sei noch 






für die Coefßzientenbestimmung ist dann 



I ibi^t Hnnt dt 



sm^n 



/ 



/ 

f 
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oder wenn sm^i in -k-cosO» — j*)^ — -s-^<^+<*)^ zeriegt und jeder einzelne Theil inlegrirt wird: 

Hieraus fliesst die Reihenformel: 

^^^-^ T Hni^n 1» — ^a 2« — ft« + 8« — fi» 



a; > 

wo sich aus denselben Gründen wie in (18) das Intervall der Gältigkeit auf » > o: > — » ausdehnen lässU 

Erweiterungen der Theoreme des elften Paragraphen. 
Es ist für viele Unt^rsuchung^en, bei denen man von den Formeln f 

(1) /(x) = -o^o + Aicosx + Ä^cosix + AtcosSx + . . . . 

An = — Tfif) COS nt di 

(2) fix) = Bxsmx + BtHnix + BiHnBx + . . . . 



Bn = ^frio^ 



Hn ni dt 



Gebrauch macht, ein hemmender Uebelstand, dass dieselben nur für das Intervall bis n richtig bleiben, und es 
entspringt hieraus von selbst die Aufforderung, die Grunzen der Gültigkeit wo möglich zu erweitem. Diess kann 
auf folgende Weise geschehen. 

nx^ 9tt^ 

I. Setzen wir x == — — und i sae -— , so wird erstlich 

(S) ^V"T"/ ™ T • "'■ ^i^*"7^ + ^2^^* — i — + • • - • 



(4) ^\"T"/ " ^i^—f- + -^a«« — j— + . . • • 



und zwar gelten diese Formehi für j» > -5^ >-0 d. h. für i > «' > 0; die erste bleibt auch noch für 
a;' = und x^ssl richtig. Was femer die Coeffizienten A imd B anbelangt, so findet sich ohne Mühe 

Bezeichnen wir /•— — I mit ^(O» ebenso /'(~-i— ) ""^ 9(^') nnd lassen am Ende die Accente weg, so 
ist nunmelur: 
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« 

(5) q)(x) = -ffT^o + -ÄiCM*— - !+ Ä^COS' • + ^a^o^ — ; — + . . - . 

(6) q)Cx) = Bistn—j- + B^stn— — + Bi$in — - — + . - . . 

/>a:> 

und hier gelten zur Bestimmung der Coefflzienten die Formeln: 

(7) ^« ^t/ v(0 cos -j-dt, Bn = YJ 9(J0sm-j-dt 

Damit ist die Erweiterung der ursprunglichen Formeln in soweit hergestellt , als nun das Intervall der Gül- 
tigkeit von bis zu jeder positiven Grösse / ausgedehnt werden kann. Die beiden so gewonnenen Ent- 
wickelungen sind von mannichfaltigem Gebrauche; so z. B. hat Lagrange mit ihrer Hülfe die Theorie der 
Schwingungen elastischer Saiten geschaffen, femer lassen sie sich benutzen, um Funktionen umzukehren d. h. um 
aus einer Gleichung von der Form o; = ^<y) die umgekehrte Gleichung y = tp{x) abzuleiten*).' 

n. Eine zweite Erweiterung der ursprünglichen Formeln hat zum Zweck^ das , Intervall der Gültigkeit auf 
negative Zahlen auszudehnen. Hierzu dient folgende Bemerkung. 

Die Formel (5) gilt für negative x nur dann, wenn die linker Hand befindliche Funktion die Eigenschaft 
q^(^—x) = q>i+x) besUzt; dieser letzteren Bedingung kann man aber dadurch genügen, dass man 

9W = 5T \ 

setzt, wo F(x) immer noch eine völlig willkührliche Funktion bezeichnet. Der Coefflzient A^ ist dann 



-/ 



An = ■=i-l[F(f) + F(-f)]cos^dt 



= -r { I ^(Oco»— j— d/ + I F(—t)cos — 



""' dt. 





nimmt man im zweiten Integrale rechter Hand ^=t — <"', so wird dasselbe 



— l , 

- /Va')«w^^^d/'.= + fF(f)cos^^dt : ^ 

ii. ' ■ V v / ' 



-I j ( 

fF(i')cosit^dty,= + r 



wobei wir die Accente weggelassen haben, weil in. einem bestimmte» Integrale die Wahl des Integrationsbuch- 
stabens völlig gleichgültig ist. Der Werth vo'n i, lässt sich nun seht zusammenziehen^ nanllich 



1 ' 

\8) : An ^ l^jEifycoi^dt : - M 

und für die so bestimmten Coefflzienten gilt nun die Gleichung 

« 

,Ax ^(x) + Fi—x) 1 . . . n^ ,' j ^ -^nx ,' ^ ^nx , 

(9) — ■■ ■ ■ ^ ■■ ■ — =Ä.-5-i<o + -rficos— - + A%to$ L y ^^ Azcos — j^ + , . • • 

und zwar von a; = +^ bis o; = — /. 

■ ■ - t ■ « ■ I . ■ ■ . .1 ■ ■ j • > " 1 \ - 

*) Man 8eh6 des Verfassers Monographie: „Die allgemeine Umkehmng gegebener Funktionen, Halle 18&0.'* 
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Eine ähnliche Transformation ist auf die Formel (6) anwendbar; dieselbe gilt für a; = nur dann, wenn 
9)(0) = ist, und fär negative z unter der Bedmgung ^(—x) = —q>(.+ x). Diesen beiden Gleichungen genügt 
die Annahme 

<p(x) = j j 

vermöge deren man für B» auf ganz ähnliche Weise wie oben den Werth 

I 
(10) Bn= fnt)sin^^ 



dt 
i 

findet Man gelangt auf diese Weise zu der Formel 



(11) nx)-FC-x) ^ ^^^nx ^ ^^,^1^ ^ B^sm^ + . . . ■ 

welche unter der Determination / > o; > — / gilt. 

Vereinigt man endlich die Gleichungen (9) und (11) durch Addition, so erhält man die von Fourier ange- 
gebene Entwickelungsformel 

(12) Fix) =s -3-^0 + ^icos— 1- A2COS— — + Atcos— — + . . - . 

+ Bistn-j- + ^2«n — r — + Bzsm-^j— +;.... 



deren Gültigkeit nur voraussetzt, dass x in dem Intervalle — /bis +/ enthalten sei. 

Man könnte es endlich noch versuchen, den Formeln dieses Paragraphen dadurch die möglichste Aus- 
dehnung zu geben, dass man die wiUkuhrliche Zahl / unendlich gross werden liesse; diess hat in der That keine 
Schwierigkeit, wenn man sich erinnert, dass jede Summe in ein bestimmtes Integral fibergeht, sobald jeder ein- 
zelne Summand bis zur Null abnimmt und die Anzahl der Summanden unendlich wächst. Man gelangt auf diese 
Weise zu den von Fourier angegebenen Doppelintegralen, die man den schönsten Eroberungen der höheren Analysis 
beizählen darfO- 



4) Man »sehe „Analytische Stadien Bd. 2,^' oder die kleine Abhandlang des Verfassers „Pteonstrotton äUmentaire des 
tk4arhue9 de Fourier .^ im d6. Bande des Crelle^achea Joamals. 
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Drack der Teabner^ichcii Offida in Dresden. 
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